SKUSKA

Matematika 3 / 2. ro¢nik (zimny semester = 3. semester)
termin pisania: v priebehu januara 2005

Skupina C1

la.

1b.

2a.

2b.

3a.

3b.

Firma BELLS Inc. sa realizuje na trhu obligacii. Zamestnali skuseného analytika, ktory
ma za Ulohu zistit’ ¢asovy vyvoj rovnovaznych cien vybranych bondov, predovsetkym
vyvoj ceny danej dopytom a ponukou po obligaciach firmy Santa Claus Inc. Firma
BELLS ma o tejto dlhopisy strategicky zdujem. AvSak si nie je ista, ¢i by neinvestovali do
papierov, ktorych cena by sa nevyvijala stabilne a predvidatel'ne.
Analytik zistil na zdklade skiimania trhu funkciu dopytu a ponuky. Ked’Ze trhové cena
zavisi najma od urokovej miery (ocakévaného vynosu z obligacii) respektive jej zmeny,
funkcie dopytu a ponuky st dané: D: qd =100 + 8r(t) + 2r’(t)

S: qs =150 — 2r(t) — r’(t)
Kde t je ¢as ar je trokova miera v Case t. Ur€ite Casovy vyvoj rovnovaznej rokove;j
miery a jej asymptotickd hodnotu za predpokladu, Ze momentélna irokova miera bondov
firmy Santa Claus je 10 %.
Ako hovorime rieSeniu obycajnej diferencialnej rovnice (ODR) prvého radu x’(t) = X272
Uved'te este jeden priklad ODR prvého radu s touto vlastnost'ou a nacrtnite integralne
krivky.
Urcite fazovy priestor, nacrtnite trajektorie, vypocitajte vSseobecné rieSenie a rieSenie
spinajtce poéiatoéni podmienku pre sustavu dvoch oby&ajnych linearnych
diferencidlnych rovnic (OLDR) prvého radu s konstantnym koeficientom.

X’1=X1— %Xz X1(0)=1

X’z = —4X1 — %Xz -2 X2(0) =4

Preved'te komplexné riesenie stustavy dvoch OLDR prvého radu s konstantnymi
koeficientmi do realneho tvaru.
[x1 nad x2] = ¢; € [1 nad i] + ¢; - ¢ [1 nad —i]
Pomocou l6otovej vety vypocitaj prvy diferencial rovnice
f(S,t) =In (t/S), kde S je rieSenie stochastickej diferencidlnej rovnice
dS = p(S,t)dt + d(S,t)dwt(t) pricom p(S,t) = 0,1S; d(S,t) = 0,2S
Aky je rozdiel medzi Eurdpskou a Americkou opciou? Popiste vztahy medzi cenami
eurdpskych a americkych. Ktoré put alebo call si rovnaké a preco?

4a. Uvazujeme stratégiu Bought Straddle, ktora spoc¢iva v ndkupe jednej Eur Call a jednej Eur

4b.

Put opcie na tu istu akciu s rovnakymi redlnymi cenami E a rovnakou dobou expiracie T.
I. Nakreslite Pay off diagram pre danu stratégiu
II. Vypocitajte optimalnu hodnotu V ak je dané:
S =3%96; E=$100; t= 0,25 roka; 6 =0,4; r = 0,1 (10%)
III. Ako sa zmeni tito hodnota ak:
i. trhova cena klesne na $90
ii. ¢as do expiracie sa predizi o 36 dni (0,1 roka)
iii. volatilita sa zvyS$i na 45 %
1v. bezrizikova urokova miera klesne na 9 %
(Vee = 6,97; Deltae, = 0,51; Thetae, = 19,5; Vegae. = 19,14; Rhoe, = 10,46)
Co je kupna (Call) a predajna (Put) opcia? V akych situaciach sa oplati pouzivat tieto typy
opcii? Aka mdze byt (teoreticky) minimalna a maximalna cena Eurdpskej Call a Put
opcie?



Skupina C2

la.

1b.

2a.

2b.

3a.

3b.
4a.

4b.

Analytik obchodného domu Tesco zistil, Ze vzt'ah medzi cenou 1 litra mlieka (p)
a tyzdennou trzbou za mlieko v oddeleni potravin (y) je dany rovnost'ou:

—-0.25y(p)

p+6
Pri priemernej cene 15Sk sa za tyzden preda 30001 mlieka. Urcite funkciu y(p)
vyjadrujucu zavislost’ trzby od ceny a jej asympotickt hodnotu.
Dokézte vetu: Nech M je fazovy priestor procesu. Bod x; je elementom M je stacionarnym
bodom toku g' vtedy a len vtedy, ked’ je kritickym bodom vektorového pola fizovej
rychlosti.
Urcite fazovy priestor, nacrtnite trajektorie, vypocitajte vSeobecné rieSenie a rieSenie
spifajce poéiatoént podmienku pre sustavu dvoch oby&ajnych linearnych
diferencialnych rovnic prvého radu s konStantnym koeficientom.
x1=6x1—-xp+1 x1(0)=-2
X’z = —7X1 -1 X2(0) =2

y’'(p) =

y 0 0
Comu sa rovna exponent matice A? Vypogitajte e*, ak A = [1 0}

Pomocou I6otovej vety vypocitaj prvy diferencial funkcie
f(S,t) =In (1 + Tj , kde S je rieSenie stochastickej diferencidlnej rovnice

dS = p(S,t)dt + o(S,t)dwt(t) pricom p(S,t) = 0,5S; o(S,t) = 0,3S
Odvod’te exspiracnu podmienku Black-Scholesovej PDR pre Eur Call a Put opciu.
Uvazujeme opcnu stratégiu , ktora spoc¢iva v kupe jednej Eur Call a jednej Eur Put opcie
s rovnakymi realizacnymi cenami E; a predaji Eur Call opcie s realiza¢nou cenou E,
(pricom E; < E;) vypis na tu istu akciu, s rovnakou dobou exspiracie T.
I. Nakreslite Pay off diagram pre danu stratégiu
II. Vypocitajte optimalnu hodnotu V ak je dané:
S =$80; E; =$70; E; = $90; t = 0,25 roka; 6 = 0,2; r = 0,07 (7%)
III. Ako sa zmeni tato hodnota ak:
i. trhova cena klesne na $75
ii. &as do expiracie sa predizi na 0,3
iil. volatilita sa zvysi na 22 %
1v. bezrizikova urokova miera klesne na 5 %
(Ve = 11,43; Delta.; = 0,94; Theta; = 6,36; Vega.; =4,72; Rho . = 15,96)
(V2 =0,7; Delta; = 0,17; Theta, = 4,72; Vega, = 10,14; Rho o, = 3,23)
Nakreslite Pay off diagram opc¢nej stratégie Cost-or-Nothing, pri ktorej majitel’ opcie ziska
pevny vynos (povedzme hodnotu 10) ak cena akcie S presiahne v ¢ase exspiracie redlnu
cenu E, inac¢ neziska nic.



Skupina C3
la. Urcte ¢asovy vyvoj rovnovaznej Urokovej miery a jej asymptotickl hodnotu, ak rovnice
dopytu a ponuky st qd = 400 — 4r(t) — r’(t) a qs = 300 + 20r’(t), kde t je Cas, r(t) je
urokova miera v ¢ase t a momentéalna urokova miera je 15 %.
1b. Urcte zékladné vlastnosti evoluéného procesu narastania vkladov na bankovom ucte pri
pevne stanovenom spojitom uroku r. NapiSte ODR prvého radu, ktorou je tento process
popisany a vyrieste ju.
2a. Urcite fazovy priestor, nacrtnite trajektorie, vypocitajte vSeobecné rieSenie a rieSenie
spifajuce poéiatoént podmienku pre sustavu dvoch oby&ajnych linearnych
diferencialnych rovnic prvého radu s konstantnym koeficientom.
X‘l =-3 x; + 3 XI(O) =-3
x=7x1+3x,-3 x2(0) =-7
2b. Uved'te najjednoduchsi systém dvoch obyc¢ajnych linearnych diferencidlnych rovnic
prvého radu s konstantnymi koeficientami, ktory ma odstredivé ekvilibrium v bode [0,0].
3a. Pomocou I6otovej vety vypocitajte
f(S,t) = (S—t) / (S+t), kde S je rieSenie stochastickej diferencialnej rovnice
dS = p(S,t)dt + d(S,t)dwt, pricom p(S,t) = 3S a d(S,t) =4S
3b. Uved'te rozdiel medzi BLACK-SCHOLES rovnicou pre vyvoj cien finan¢nych derivétov,
ak uvazujeme, resp. neuvazujeme vyplacanie dividend.
4a. Uvazujeme opCnu stratégiu, ktord spociva v kupe jednej CALL opcie s vysokou
realizanou cenou E; a jednej PUT opcie s nizkou realizacnou cenou E;, vypisanych na t
ista akciu, s rovnakou dobou expiracie T.
I. Nakreslite Pay off diagram pre danu stratégiu
II. Vypocitajte optimalnu hodnotu V tejto stratégie, ak je dané:
S =$80; E; =$70; E; = $90; t = 0,25 roka; 6 = 0,2; r = 0,07 (7%)
III. Ako sa zmeni tato hodnota ak:
i. trhova cena akcie sa zvisi na $85
1. Cas do expiracie bude 0,5
iil. volatilita sa zvys$i na 30 %
1v. bezrizikova Grokova miera klesne na 5 %
(Ve = 11,43; Delta.; = 0,94; Theta; = 6,36; Vega. =4,72; Rho . = 15,96)
(V2 =0,7; Deltac; = 0,17; Theta, = 4,96; Vega ., = 10,14; Rho o, = 3,23)
4b. Zakladné typy finan¢nych derivatov a ich spolo¢né znaky.

Skupina C4
la. y'(p) =-0,7y(p) / (p*5)
p(5) = 1200

1b. Napis, ¢im je rieSenie charakteristické a uved’ priklad podobného typu.
2a. Nelinearna sustava.
2b. Je dana matica A N*N, x(0), t.
At
dokaz, Ze plati: x(t) =¢
3a. Pomocou I6otovej vety napis prvy diferencidl rovnice
F = sin (S.t), pricom volatilita = 3S, n(S,t) = 0,5
3b. Napis vzt'ah a charakterizuj senzitiviu (podl'a volatility, Grokovej miery).
4a. Opcna stratégia, ktora spociva v nakupe jednej Call a jednej Put opcie, pricom E; = E,.
4b. Ocenovanie opcii, vnitornd a ¢asova hodnota.



Skupina C6

la. D =220 —p(t) + 3.5p’(t)
S =150+ p(t) + 5p’(t)
Momentalna cena 15 Sk.

1b. Uved priklady ODR s jednorozmernym fazovym priestorom s odstredivym a
pritahujicim ekvilibriom. Nacrtni vektorové pole fazovej rychlosti a integralne krivky.

2a. Urcite fazovy priestor, naCrtnite trajektorie, vypocitajte vSeobecné rieSenie a rieSenie
spinajuce poéiatoénii podmienku pre sustavu dvoch oby&ajnych linearnych
diferencialnych rovnic prvého radu s konStantnym koeficientom.

x1=x1+x,+4 X1(0)=2
X=-xX1—-X—3 x2(0)=1
2b. Urobte linearizaciu sustavy dvoch oby€ajnych nelinearnych diferencialnych rovnic prvého
radu s konstantnym koeficientom X’1= X1 = 3%x5°

X 2=3cos (T X1) — X3
v okoli ustaleneho stavu (1,1).
3a. Pomocou I6otovej vety napis prvy diferenciél rovnice
f(S,t) = ArcTan(S/t), pricom n(S,t) =58, a ?(S,t) = 3S
3b. Vysvetli pojem ,,short selling*. Kedy pri CALL zbohatne holder, resp. writer? Aké riziko
pri PUT ma kazda zacastnena strana?
4a. Kupa jednej CALL s nizkou E; a jednej PUT s tou istou nizkou E; a predaj jednej CALL
s vysokou E, na ta istl akciu s rovnakou dobou expiracie T.
I. Nakreslite Pay off diagram
II. Vypocitajte optimalnu hodnotu tejto stratégie, ak:
S =$80; E; = $70; E; = $90; t = 0,25 roka; 6 = 0,2; r = 0,07 (7%)
III. Ako sa zmeni tato hodnota ak:
i. trhova cena akcie sa zvisi na $83
ii. Cas expiracie sa predizi 0 0,1
ii1. volatilita sa zvy$i na 35 %
iv. bezrizikova urokova miera klesne na 4 %
(Ve = 11,43; Delta.; = 0,94; Theta; = 6,36; Vega.; =4,72; Rho.; = 15,96)
(V2 =0,7; Delta,, = 0,17; Theta o, = 4,96; Vega ., = 10,14; Rho » = 3,23)
4b. Nakresli payoff Asset-or-Nothing pri ktorom majitel’ opcie ziska hodnotu akcie S pokial
tato cena nepresiahne v Case expiracie realiza¢nu cenu E, ina¢ neziska nic.



